
¿Cuándo un grupo paratopológico (semitopológico) es un
grupo topológico?

Kenni Alondra Sánchez Flores 1 Gerardo Delgadillo Piñón 1
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Antecedentes

Históricamente, diversos autores han estudiado las condiciones suficientes para que un grupo paratopológico o semitopológico sea un grupo topológico. En 1936, Montgomery probó que todo
grupo semitopológico separable que es completamente metrizable es un grupo topológico [5]. Posteriormente, en 1957, Ellis demostró que cada grupo semitopológico localmente compacto
Hausdorff es un grupo topológico [3]. Por su parte, en 1960, Żelazko probó que cada grupo semitopológico completamente metrizable es un grupo topológico [10]. Asimismo, Bouziad demostró
que cada grupo semitopológico Čech-completo es un grupo topológico [2]. En 2007, M. Sanchis y M. G. Tkachenko mostraron que cada P-grupo paratopológico Hausdorff Lindelöf es un grupo
topológico [8]. Más adelante, en 2013, I. Sánchez debilitó la condición de espacio de Hausdorff a T1 [7]. Por otro lado, en 2010, Ravsky probó que todo grupo paratopológico 2-pseudocompacto
de pseudocarácter numerable es un grupo topológico [6]. Estos resultados evidencian el interés de la pregunta planteada y motivan su estudio.

Definición 1 (Grupo Topológico)

Sea G un conjunto no vaćıo con una operación binaria · y una familia τ de subconjuntos de
G. Entonces (G, ·, τ ) se llama grupo topológico si:

1. (G, ·) es un grupo.

2. (G, τ ) es un espacio topológico.

3. Las funciones g1 : (G, τ ) × (G, τ ) → (G, τ ) y g2 : (G, τ ) → (G, τ ) definidas por
g1(x, y) = x · y y g2(x) = x−1 son continuas, donde x−1 es el inverso de x.

Ejemplo 1: Sea T = {z ∈ C : |z| = 1}. Si consideramos a T con el producto de números
complejos y la topoloǵıa natural inducida de C. Entonces, T con estas dos estructuras es un
grupo topológico.

Definición 2 (Grupo Paratopológico)

Sea G un conjunto no vaćıo con una operación binaria · y una familia τ de subconjuntos de
G. Entonces (G, ·, τ ) se llama grupo paratopológico si:

1. (G, ·) es un grupo.

2. (G, τ ) es un espacio topológico.

3. La función g1 : (G, τ )× (G, τ ) → (G, τ ) dada por g1(x, y) = x · y es continua.

Teorema 1
Todo grupo topológico es un grupo paratopológico.

El siguiente ejemplo muestra que la implicación inversa no es siempre cierta.

Ejemplo 2: La recta de Sorgenfrey

Consideremos la familia β = {[a, b) : a, b ∈ R} de subconjuntos de R. Entonces β es
base para una topoloǵıa τS en R. A la pareja S = (R, τS) se le conoce como la recta de
Sorgenfrey. Equipándola con la suma en los reales, tenemos que es un grupo paratopológico.
Probemos que g2 : S → S, dada por g2(x) = −x, no es continua. En efecto, sea
[a, b) ∈ β ⊂ τS con 0 < a < b. Entonces [a, b) ∈ τS. Luego, g

−1
2 ([a, b)) = (−b,−a] /∈ τS.

Teorema 2
Sea G un grupo paratopológico Hausdorff. Si G es compacto, entonces la función g2 :
G → G dada por g2(x) = x−1 es continua; es decir, G es un grupo topológico.

Demostración. Sea F ⊆ G cerrado. Consideremos el conjunto g−1
2 (F ) = {x ∈ G : g2(x) ∈

F} y veamos que g−1
2 (F ) es cerrado en G. Para esto, sea M = {(x, y) ∈ G×G : x · y = e}

donde e es la unidad de G. Como G es Hausdorff y las funciones g1 : G × G → G y
f : G × G → G dadas por g1(x, y) = x · y y f (x, y) = e son continuas, se sigue que M
es cerrado en G × G. Definamos el conjunto P = (G × F ) ∩ M , entonces P es cerrado
por ser la intersección de conjuntos cerrados. Consideremos ahora la función proyección
π1 : G×G → G, con π1(x, y) = x. Observemos que π1(P ) = {x ∈ G : x = y−1 y y ∈ F}.
Luego, π1(P ) = g−1

2 (F ). Dado que G es compacto y Hausdorff, se sigue que la función π1
es cerrada. De este modo, g2 es una función continua y G es un grupo topológico. ■

Definición 3 (Grupo Semitopológico)

Sea G un conjunto no vaćıo con una operación binaria · y una familia τ de subconjuntos de
G. Entonces (G, ·, τ ) es un grupo semitopológico si:

1. (G, ·) es un grupo.

2. (G, τ ) es un espacio topológico.

3. Las translaciones La : G → G y Ra : G → G determinadas por La(x) = a · x y
Ra(x) = x · a son continuas.

Teorema 3
Todo grupo paratopológico es un grupo semitopológico.

El siguiente ejemplo evidencia que no todo grupo semitopológico es paratopológico.

Ejemplo 3

Sea G = (R,+, τc), donde τc = {U ⊆ R : R \ U es finito} ∪ {∅}. Tenemos que G es un
grupo semitopológico. Veamos que g1(x, y) = x+ y no es continua. Sea U = R \ {0} un
abierto en G. Probemos que g−1

1 (U) = (R × R) \ {(x, y) ∈ R × R : x + y = 0} no es
abierto. En efecto, sea (1, 0) ∈ g−1

1 (U) y V ×W una vecindad abierta de (1, 0). Entonces
A = (V ×W ) ∩ {(x, y) ∈ R×R : x+ y = 0} ≠ ∅. Luego, (1, 0) no es un punto interior
de g−1

1 (U).

Por lo que se tiene la siguiente cadena de implicaciones:

Grupo Topológico ⇒ Grupo Paratopológico ⇒ Grupo Semitopológico

El Teorema de Ellis es uno de los resultados más fundamentales en la teoŕıa de estructuras
topológico-algebraicas.

Teorema 4 (Teorema de Ellis)

Sea G un grupo semitopológico Hausdorff. Si G es localmente compacto, entonces G es
un grupo topológico.

La demostración se basa en los siguientes lemas:

Lema 1

Sea G un grupo semitopológico localmente compacto y T2. Sea K ⊆ G un subespacio
compacto y Hausdorff. Considere U = {U1, U2, . . . , Um} una cubierta abierta finita de K.
Para cada x ∈ G y U ∈ U , definimos el conjunto:

F (x, U) = {y ∈ K : x · y /∈ U} = K \ L−1
x (U).

Si la familia de cerrados F = {F (x, U) : x ∈ G,U ∈ U} no satisface la Propiedad de la
Intersección Finita en K, entonces existe al menos un par (a, b) ∈ G × K en el cual la
función g1 es continua.

Lema 2

Bajo las mismas hipótesis del Lema 1, definimos para cada U ∈ U el conjunto:

EU = {y ∈ K : ∃A ⊆ G abierto no vaćıo y ∃B ⊆ K abierto no vaćıo con

y ∈ B tal que A ·B ⊆ U}

Entonces existe al menos un ı́ndice k ∈ {1, . . . ,m} tal que IntK

(
EUk

K
)
̸= ∅.

Lema 3

Sea G un grupo semitopológico. Si la función multiplicación g1 : G×G → G es continua
en un punto (a, b) ∈ G×G, entonces g1 es continua en todo punto (x, y) ∈ G×G.
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