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Introduccion

El problema fundamental de determinar el ntimero de
soluciones de una ecuacion no lineal en un dominio
acotado tiene antecedentes historicos en los trabajos
de Cauchy, Sturm, Gauss y Kronecker. A partir del
principio del argumento de Cauchy y del teorema de
ceros de Sturm, esta problematica evoluciono hacia la
Teoria del Grado de Mapeos.

El grado de Brouwer, denotado por d|f, €2, p|, es un
invariante topologico entero que recuenta algebraica-
mente —tomando en cuenta la orientacion y el signo—
el nimero de soluciones de la ecuacion f(x) = p en
un dominio {2 C R"™. 5i dicho grado es no nulo, se
carantiza la existencia de al menos una solucion en ().

En este trabajo presentamos la construccion analitica
elemental introducida por Erhard Heinz (1959).

Pero a todo esto, ja qué nos referimos cuando decimos
«el grado de Brouwer de una funcion»? El grado de
Brouwer d|f, (), p| es un entero que indica cuantas
veces [ cubre a p, teniendo en cuenta la orientacion
dentro del dominio 2. Es un invariante topologico que
carantiza la existencia de soluciones cuando es distinto
de cero.

Figura 1. Luitzen Egbertus Jan Brouwer.
Siguiendo este camino, se construye una ruta analitica
equivalente a la que siguio Heinz para la teoria del grado
topologico en dimension finita.

Objetivos

El objetivo de este trabajo es desarrollar formalmente
la teoria del grado topologico en dimension finita
mediante el enfoque analitico de Heinz (1959). Se
demuestra que el grado d|y, (), z] esta bien definido y
es independiente de la funcion de prueba suavizadora .

Finalmente, se utilizan sus propiedades de invarianza
por homotopia y escision para proporcionar demostra-
ciones directas del Teorema de Kronecker y del
Teorema del Punto Fijo de Brouwer que afirma
que toda funcion continua de un conjunto convexo vy
compacto en si mismo tiene al menos un punto fijo.

Figura 2. Representacion en el plano.

Un punto fijo es un elemento que satisface que f(z) =
x, entonces una manera de interpretarlo seria la siguien-
te: si nosotros dibujasemos un circulo en la arena y mo-
viéramos con la palma de nuestra mano la arena dentro
del circulo, habria por lo menos un granito que se quedo
exactamente en el mismo lugar.
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Construcciéon analitica del grado
de Brouwer

1. Funciones de prueba suavizadoras (C*):
Se garantiza la existencia de funciones de prueba
$ . [0,00) — R de clase C*, con soporte en (rg, €) donde
0 <79 < €< mingean ||y(x)— 2|, tales que [p®(||z]|)da = 1.

El conjunto de las funciones ® que satisfacen las condiciones
anteriores es distinta del vacio, para ello primero se define una
funcion que sea no negativa en el intervalo (-1,1) y se anule en
cualquier otro punto y sea de clase C'*°, un ejemplo seria la
siguiente funcion

x| < 1;
| |x| > 1.

Dicha funcion se puede ilustrar de la siguiente forma:

e

J(x)

—5.10°7

Figura 3. Ejemplo de la funcion de clase C*™.

Después trasladamos y normalizamos esta funcion para que
f(x) = 0 para x € |0,0] v f(x) = 1 para = € |e,+00), de
modo que obtenemos la nueva funcion g dada por:

€

o) = f[ < (@ -9,

Finalmente, la funcion final puede verse de la siguiente forma:
1 1
r—ry E€—7r
0 , en otro caso.

) sir € (rg,&);

o)

(r)

2. Definicién para mapeos de clase C': Para y &
CH) N C(Q) con z & y(09Q), el grado se define mediante

la integral:
dly, Q, 2] = Ja®(|ly(x) — z[)J[y(2)] dz

Mediante identidades de divergencia nula sobre los cofactores
del Jacobiano (=; %1227 = (), se prueba que esta integral no
depende de la funcion @ elegida.

3. Equivalencia del grado Sean y; : {2 C R" — R" vy
o - 2 C R" — R” dos funciones tales que y; € C*(€2) para
i = 1,2 y ambas son continuas en {) y se cumple que:

1.0 < € < eo.

2. ||y1(z) — yo(x)|| < € para todo x € €.

3.9z € R” tal que ||y;(z) — z|| > € > 0,Vx € 0.
Entonces d|y;(x); 2, z| = dlya(x); 2, z|.

4. Extension a funciones continuas C'(€)): Siy € C((2)
utilizando el Teorema de Aproximacion de Weierstrass, elegi-
mos una sucesién de polinomios {y,} € CYQ) que converge
uniformemente a y en (). Se demuestra que el siguiente limite
existe vy es independiente de la sucesion elegida:

d[ya (2, Z] ‘= klglgo d[yka (2, Z]

5. Depende uUnicamente de valores en la fron-
tera: Sea () un conjunto abierto acotado no vacio de R"
v y,g 2 — R" continuas. Si y(x) = g(x) para todo
r € 0f), entonces para cualquier z ¢ y(0§2) se tiene

dly(x); €2, 2] = d[g(x); 2, 2].

Aplicaciones

La teoria del grado se ha estudiado para probar que
teoremas complicados de demostrar (como los que
enunciaremos a continuacién) pueden resolverse con
unos cuantos enunciados, asi entonces, estos son al-
ounos de los teoremas mas importantes probados de
forma mas practica:

» Teorema de Kronecker. Sea f : {2 — R" con-
tinua, 2 C R" abierto y acotado, y z & f(9€2). Si
d|f,€, z| # 0, entonces la ecuacion f(x) = z tiene
al menos una solucion en 2.

» Teorema de punto fijo de Brouwer. Sea
f : B(0,1) — B(0,1) continua. Entonces f tiene
al menos un punto fijo.

Conclusiones

= La construccion analitica de Heinz permite estruc-
turar la Teoria del Grado Topologico evitando las
herramientas complejas de la topologia combinato-
ria o algebraica clasica.

= Propiedades fundamentales como la invarianza por
homotopia, la propiedad de escision y la aditividad
del grado simplifican significativamente la demostra-
cion de teoremas de existencia de soluciones no linea-
les.

» Se establecio de forma rigurosa la conexion directa
entre el grado topologico v los teoremas de punto
fijo, demostrando la potencia del analisis matemati-
co elemental en la solucion de problemas topologicos
continentales.

s Cabe destacar que la teoria del grado de Brouwer
y la teoria del punto fijo estan intimamente ligadas
pues no se puede hablar de una sin recurrir a la otra,
nos dimos a la tarea de mostrar como se conectan
mediante teoremas, construcciones analiticas y he-
rramientas del analisis clasico.
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