‘ 1. Resumen |

En este cartel se analiza un modelo matematico dado por un sis-
tema de EDO, para la interaccion de tres poblaciones (una presa
P, un mesodepredador MP, un superdepredador SP) en un eco-
sistema.

Las poblaciones M P y SP son generalistas y las respuestas
funcionales que gobiernan las interacciones por depredacion,
dependen de dos densidades poblacionales lo que permite intro-
ducir aspectos ecologicos como interferencia, saciedad y grupo
de defensa, asi como una combinacién de estos.

El resultado principal del trabajo muestra que el sistema diferen-
cial presenta una bifurcacion de Hopf (que puede ser supercriti-
ca o subcritica). Se presentaran ejemplos con respuestas funcio-
nales especificas para las cuales la bifurcacion es supercritica y
por lo tanto la coexistencia de las especies es factible. Final-
mente, se dan algunas simulaciones numeéricas para ilustrar los
resultados.

‘ 2. Descripcion del Modelo |

Premisas ecologicas del modelo:

1. La tasa intrinseca de crecimiento de P (con densidad x) en
ausencia de MP (con densidad y) esta medida por el término
p1zhi(x), donde hi(x) es una funcidon positiva suave y p; es la
tasa de crecimiento intrinseca de P.

2. La interaccion MP—P se describe mediante una funcidn positi-
va suave que depende de la densidades = y v, f(x,y).

3. La interaccion SP-MP se define por una funcion positiva suave
que depende de las densidades poblacionales y y z : g(vy, 2).

4. En las interacciones MP-P y SP-MP existe un aprovechamien-
to que incrementa la tasa de crecimiento de forma directa-
mente proporcional al consumo. Se asume que MP y SP son
generalistas.

Derivado de las premisas anteriores, se obtiene que la interac-
cion del modelo adimensional:

d

d

2~ oy (1 — k%) + ey f(z,y) — 29(y, 2) (1)
dz | z

g — P3< ( — k_3> + CZZg(ya Z)

donde,

m ¢ es el coeficiente de aprovechamiento de v,
m ¢y es el coeficiente de aprovechamiento de z,
m /-y es la capacidad de carga de y,

m /3 es la capacidad de carga de z.

3. Existencia de puntos equilibrios |

Sea ()= {(z1,y1,21) € R3: 21, y1, 21 > 0}.

Lema 3.1 Sea py € (). El punto py es un punto de equilibrio del
sistema diferencial (1) si satisface:

P2Y0 (—1 + %g) + 20910, 20)

b = vo.f (20, yo) o P -
roh(zg) 9(yo, 20)’ vof (o, o)
(2)
20
ka = —.
3T

Supongamos que las hipotesis del Lema 3.1 son validas. Consi-
deramos:

) = 20,
Yo = <0,
h(zg) = —xoh/(l’o)
f(xo,90) = Qyof D wo, y0),
9(yo, 20) = 2209 L0y, 29),
(

g(Ol ——g L0 (o, 20), (3)

( (fL‘o o) = 29<1’0 (0, 20),
( (0, 10) = 29" (o, 20).

donde h'(zg) < 0, fU0(zgp0) > 0,fOY(@g,y) < 0,
g10(yo, z0) > 0, gl¥ >(yo, zp) < 0.

Proposicion 3.1 Si las condiciones de Lema 3.1 y de la ecua-
cion (3) se satisfacen,

90, <0

) =
) =
) =
) =

222
ko = N , P2 = 2209( >(ZOaZO) Y P3 > P30,
donde
2982345521 — 39175) 20910 (2, 2
) = v 153714) 09" =0, 20) 0.0559409209'1%) (20, 20):

entonces, el punto de equilibrio py es localmente asintoticamente
estable.

Corolario 3.1 Existen condiciones en los parametros del modelo
(1) que garantizan la coexistencia de las tres especies, mediante
un punto de equilibrio localmente asintoticamente estable.
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‘ 4. Analisis de Bifurcacion de Hopf |

En esta secion uno quiere analizar el teorema de Andronov-Hopf
para el sistema Gause, para ello empezamos con poner el resul-
tado de siguiente:

Teorema 4.1 (Teorema de Andronov-Hopf en R°) Hipotesis:

e Un sistema & = F(x,u), F clase C*U), con z € U C R,
nwel CR

e Existencia de un punto de equilibrio x( ).
e La derivada D f(x, 11) tiene valores propios

Ap) = ¢(p) £ iw(p),

tales que en i = g Se tiene un par de valores propios pura-
mente imaginarios: \(jug) = +iwg, wo POSItivo.

BH1 2 (1) £ 0
BH2 V1 (x ( 0)) # 0.

Afirmacion: El sistema exhibe una Bifurcacion de Hopf en xy(u)
en u = ug. Ademas,

m Sity (2" (o)) dRez 1, < 0, entonces existe un unico ciclo limi-
te estable para valores 11 > .

m Sitq (2" (o)) dRefL 1, > 0, entonces existe un unico ciclo limi-
te estable para valores 1. < L.

Bajo las condiciones de existencia de py en (3.1), las condiciones
de las respuestas funcionales en (3) y

222

kQ T 5 ) 102 T 2Z09< )(Z07 ZO))

el sistema tiene un punto de equilibrio py = (2, 20, 29) Y la apro-
ximacion lineal en py es

(1,0)
/—22()9(1’0)(20,20) _ 29 2(2’077«’0) 0 \
Jpy = 5209 (20,20) 43209V (20,20)  —T209"" (20,20 (4)
22 33 s
L y ey
Cuyo polinomio caracteristico P(); p3) tiene coeficientes:
Ap =1,
133 17
Al — @ZOQO 0) (’ZO? ZO) T %7 )
20919 (20, 20) (2877p3 — 128209'10) (2, Zo))
Ay = 7
5 704
A3 Hﬂgzog(l (29, 20)%

Ahora, para garantizar las condiciones necesarias de bifurcacion
de hopf, el polinomio caracteristico correspondiente a la lineali-
zacion en pg debe tener la siguiente factorizacion:

Polp(\) = (A — @)(A> 4+ w?), w > 0,

donde a es unaraiz real y £w son raices complejas conjugadas.
De lo cual, se tiene el siguiente resultado.

Lema 4.1 S/ p3 = p3y, entonces A, As, A3 > 0y Ay = AjAy —
As = 0. Por lo tanto,

P(X;p30) = (N +w’) (A —a), a=—Ap,w=1/A.

De acuerdo con las formulas de [Kuznetsov2013] calculamos los
vectores propios normalizados:

q ~ {—0.496 — 0.7093i, 0.2396 + 0.43601, 0.0564},
p ~ {—0.0208 — 0.1574, —0.0339 — 1.4023¢, 8.829 + 4.578:},

tal que p- ¢ = 1. Por lo cual, el primer coeficiente de Lyapunov

1 _ .
(1 = Q—ORe(p C(q,q,q) — 2p- B(q, A" ' B(q,q))+

p- B(q, (2iwg] — A)"'B(q,q))),

donde B es la forma bilineal y C' Ia trilineal, de la aproximacion
de Taylor del campo F'(z + py) en 0. y la transversalidad esta

dada por
dRe\

dps3

‘ 5. Resultados principales |

Teorema 5.1 Supongamos que las hipotesis del Lema 3.1 se

cumplen. Como dﬁg‘(pgo) es negativa, si (1 (py, p3o) # 0, entonces

el sistema presenta una bifurcacion de hopf en py con parametro
de bifurcacion ps y valor de bifurcacion ps.

Teorema 5.2 Supongamos que h(x) = 1 — k1 flx,y) =
y los parametros del sistema Gau-

€T
a1r+as+as’ g(y7 )
se satisface

1 1 5 22z

b1y2—|—b2—|—bg

= —, 09 =—,c1=—,c0=4 ko = kg = Vb =2
3a12() 5@1,20 1
donde a; > 0, z > 0 entonces, (1(py, p3) ~ —2, y el
0

sistema Gause presenta una bifurcacion de hopf super criti-

ca en py = (=, 29, 209) con respecto a ps y valor de bifurcacion

0.00699261
P30~ g

Ejemplo 5.1 Seaa; = 1.5 y zy = 1.7. Las siguientes condiciones
satisfacen las hipotesis del teorema anterior:

1 = 0.666667, py = 0.166667, ¢; = 0.113636, co = 0.0219705, ky = 7.48,
ks = 0.85, k1 = 3.4as = 1.9125, a3 = 0.375, by = 0.882353, by = 6.375,
by = 0.75.

Mas aun, el primer coeficiente de Lyapunov es (i(py, p3o) =
—2.54201 < 0. Por lo tanto, el sistema 1 tiene una bifurcacion de
hopf supercritica en py = (1.7,1.7,1.7) con respecto a ps y valor
de bifurcacion psy ~ 0.0046.

Si p3 = p3p — (Wloo) ~ (0.0036 se tiene las series de tiempo de las
poblaciones.
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Figura 1: Serie de tiempo de la poblacion .
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Figura 2: Serie de tiempo de la poblacion y.
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Figura 3: Serie de tiempo de la poblacién =.

En la siguiente figura mostramos una curva integral en
el espacio fase del sistema 1, que comienza en p; =
(1.7,1.7,1.7), y tiende a un ciclo limite estable cuando ¢t — oc.

X

1.6

T - =]
1.7 - T 4 -
y '@ 1.71

1.8

‘ 6. Conclusion |

m E| sistema 1 exhibe una bifurcaciéon de Hopf con respecto a
p3.

m Se mostraron condiciones en los parametros para garantizar
la coexistencia de las poblaciones x, vy y z, a través de la exis-

tencia de un punto de equilibrio localmente asintdéticamente
estable o bien de un ciclo limite estable.

m Se mostraron condiciones en los parametros tales que:

*c1,c9 < 1, por lo tanto, el aprovechamiento de los depreda-
dores es factible. Mas aun, el aprovechamiento del superde-
predador es mayor que el del mesodepredador.

* a3 < b3, por lo tanto, el mesodepredador experimenta menor
interferencia que el superdepredador en la interaccion.
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