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Aspectos básicos

Álgebra de Clifford R0,m

Sea el espacio Rm con la base estándar B = {e1, ...,em} sujeta
a las relaciones multiplicativas

1ei = ei1 = ei , i = 1, ...,m,
eiej = −ejei , i 6= j , i , j = 1, ...,m,

e2
1 = ... = e2

m = −1. (1)

La base B y las relaciones (1) generan una base de un álgebra
asociativa, no conmutativa y 2m-dimensional:

1; e1, ...,em; e1e2, ...,em−1em; e1e2e3, ...; e1e2...em.

Esta álgebra se conoce como álgebra de Clifford R0,m.
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Operador de Dirac y funciones monogénicas

El operador de Dirac ∂ para funciones continuamente dife-
renciables sobre Rm es definido por

∂ = e1
∂

∂x1
+ e2

∂

∂x2
+ · · ·+ em

∂

∂xm
. (2)

Una función f : Ω ⊂ Rm → R0,m es llamada monogénica por
la izquierda (respectivamente, monogénica por la derecha)
en Ω si ∂[f ] = 0 ([f ]∂ = 0) en Ω.
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Funciones armónicas e inframonogénicas

f ∈ C2(Ω ⊂ Rm,R0,m), ~u ∈ C2(Ω ⊂ R3,R3),

Ecuación de Laplace

∆f = −∂2[f ] = 0, ∇(∇ · ~u)−∇× (∇× ~u) = 0, (3)

Ecuación sándwich a

∂[f ]∂ = 0, ∇(∇ · ~u) +∇× (∇× ~u) = 0. (4)
aH. Malonek, D. Peña Peña and F. Sommen, Fischer decomposition by

inframonogenic functions, CUBO 12 (2010), no. 2, 189–197.

Funciones Inframonogénicas en el Análisis de Clifford 5 / 38



Introducción Preliminares Resultados principales Referencias Gracias

Inframonogenicidad en R0,2

f = f0 + f1e1 + f2e2 + f12e1e2,



−∂2f0
∂x2

1
− ∂2f0

∂x2
2

= 0,

−∂2f1
∂x2

1
− 2 ∂f2

∂x1∂x2
+ ∂2f1

∂x2
2

= 0,
∂2f2
∂x2

1
− 2 ∂f1

∂x1∂x2
− ∂2f2

∂x2
2

= 0,
∂2f12
∂x2

1
+ ∂2f12

∂x2
2

= 0.

(5)
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Inframonogenicidad en R0,3

f = f0+f1e1+f2e2+f3e3+f12e1e2+f13e1e3+f23e2e3+f123e1e2e3,



−∂2f0
∂x2

1
− ∂2f0

∂x2
2
− ∂2f0

∂x2
3

= 0,

−∂2f1
∂x2

1
+ ∂2f1

∂x2
2

+ ∂2f1
∂x2

3
− 2 ∂2f2

∂x1∂x2
− 2 ∂2f3

∂x1∂x3
= 0,

−∂2f2
∂x2

2
+ ∂2f2

∂x2
1

+ ∂2f2
∂x2

3
− 2 ∂2f1

∂x1∂x2
− 2 ∂2f3

∂x2∂x3
= 0,

−∂2f3
∂x2

3
+ ∂2f3

∂x2
1

+ ∂2f3
∂x2

2
− 2 ∂2f1

∂x1∂x3
− 2 ∂2f2

∂x2∂x3
= 0,

−∂2f12
∂x2

3
+ ∂2f12

∂x2
1

+ ∂2f12
∂x2

2
+ 2 ∂2f13

∂x2∂x3
− 2 ∂2f23

∂x1∂x3
= 0,

−∂2f13
∂x2

2
+ ∂2f13

∂x2
1

+ ∂2f13
∂x2

3
+ 2 ∂2f12

∂x2∂x3
+ 2 ∂2f23

∂x1∂x2
= 0,

−∂2f23
∂x2

1
+ ∂2f23

∂x2
2

+ ∂2f23
∂x2

3
− 2 ∂2f12

∂x1∂x3
+ 2 ∂2f13

∂x1∂x2
= 0,

−∂2f123
∂x2

1
− ∂2f123

∂x2
2
− ∂2f123

∂x2
3

= 0.

(6)
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Funciones inframonogénicas en la elasticidad lineal

Sistema de Lamé-Navier:

µ∆~u + (µ+ λ)∇(∇ · ~u) = 0. (7)

Reescritura de (7) en Análisis de Clifford:(
µ+ λ

2

)
∂[~u]∂ +

(
3µ+ λ

2

)
∂2[~u] = 0. (8)

Cualquier solución ~u de (7) admite la representación ~u =
~h +~i , donde ~h es un campo vectorial armónico e ~i es uno
inframonogénico. Además, la anterior descomposición es
única salvo un campo vectorial que sea simultáneamente
armónico e inframonogénico.

Para cualquier campo vectorial armónico ~h, existe uno in-
framonogénico~i tal que ~h +~i resuelve (7) y viceversa.

Funciones Inframonogénicas en el Análisis de Clifford 9 / 38



Introducción Preliminares Resultados principales Referencias Gracias
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Descomposición de Fischer

Dado un polinomio homogéneo q(x), con
x ∈ Rm, todo polinomio homogéneo Pk (x)
de grado k admite una descomposición
única de la forma

Pk (x) = Qk (x) + q(x)R(x), (9)

donde Qk (x) es un polinomio homogéneo
de grado k que satisface q(∂)Qk = 0 y
R(x) es un polinomio homogéneo de un
grado adecuado.1

1 E. Fischer, Uber die Differentiationsprozesse der Algebra, J. für Math. 148 (1917),
1–78.
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Algunas descomposiciones de Fischer

q(x) = |x |2 ⇒ P(Rm,C) =
∞⊕

k=0

∞⊕
p=0

r2pHk (Rm,C) (10)

q(x) = x ⇒ Pk (Rm,R0,m) =
k⊕

j=1

x jMk−j(Rm,R0,m) (11)

Pk (Rm,R0,m) =

bk/2c⊕
j=0

x jIk−2j(Rm,R0,m)x j a (12)

aH. Malonek, D. Peña Peña and F. Sommen, Fischer decomposition by inframono-
genic functions, CUBO 12 (2010), no. 2, 189-197.
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Operadores de Dirac generalizados

Sea ϑ := {ϑ1, ϑ2, ..., ϑm} una base ortonormal de Rm. En la
clase de funciones C1(Ω,R0,m), donde Ω es un dominio abierto
de Rm, se definen:

ϑ∂[f ] :=
m∑
i=1

ϑi
∂f
∂xi

, [f ]ϑ∂ :=
m∑
i=1

∂f
∂xi

ϑi , (13)

como los operadores de Dirac con respecto al conjunto estruc-
tural ϑ.

ϑ∂ϑ∂[f ] = [f ]ϑ∂ϑ∂ = −∆f
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Funciones (ν, ϑ)-inframonogénicas

Función (ν, ϑ)-inframonogénica

Se dice que la función f ∈ C2(Ω,R0,m) es (ν, ϑ)-inframonogéni-
ca en el dominio Ω si

ν∂[f ]ϑ∂ = 0 en Ω.

a

aD. Alfonso Santiesteban, R. Abreu Blaya and M. Árciga Alejandre,
On (ϕ,ψ)-Inframonogenic Functions in Clifford Analysis, Bull. Braz. Math.
Soc., New Series 53-2 (2022), 605-621, https://doi.org/10.1007/
s00574-021-00273-6.

D. Alfonso Santiesteban, R. Abreu Blaya and M. Árciga Alejandre, On
a generalized Lamé-Navier system in R3, Math. Slovaca 72-6 (2022), 1527-
1540, https://doi.org/10.1515/ms-2022-0104.
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Problema de Dirichlet

{
∂[f ]∂ = 0 en Ω,

f = g sobre ∂Ω.

Consideremos el dominio elipsoidal

Ω = {x ∈ Rm : (m − 1)x2
1 + x2

2 + ...+ x2
m < 1}

y el polinomio

f (x) = [(m − 1)x2
1 + x2

2 + ...+ x2
m − 1]e1.

Obviamente, f |∂Ω = 0 y después de algunos cálculos se obtiene
que ∂[f (x)]∂ = 0 en Ω. Es decir, f (x) es una solución no trivial
al problema de Dirichlet homogéneo.
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Si m es impar y g ∈ Lip(1 + α, ∂B), entonces la función

f (x) =
1
2

(1− |x |2)Ψ(∂P[g]∂) + P[g](x) (14)

es la única solución del problema de Dirichlet para fun-
ciones inframonogénicas en la bola unitaria B ⊂ Rm. En
este caso,

Ψ(a) =
m∑

k=0

(−1)k+1

m − 2k
[a]k , (15)

y

P[g](x) =
1
σm

∫
∂B

1− |x |2

|y − x |m
g(y)dy (16)

es la integral de Poisson.
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La solución (14) es válida para el problema de Dirichlet en
cualquier dimensión m, excepto cuando m = 2k y [g]k 6= 0.
En este caso el operador Ψ no está definido y el método
falla.

Sea g ∈ C(∂B ⊂ R2k ,R(k)
0,m), el problema de Dirichlet tiene

una solución en C2(B) ∩ C1(B) si y solo si

∂(P[g])∂ = 0.

Tomemos B ⊂ R4 y consideremos el problema{
∂[f ]∂ = 0 en B,

f = (x2
1 − x2

2 )e1e3 sobre ∂B.

Un simple cálculo muestra que la función dato es armónica
pero no inframonogénica. Este problema no tiene solución,
incluso en la clase C2(B) ∩ C(B).
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Problemas de frontera bien planteados2

Problema A. Dado el campo fk ∈ C(Ω,R(k)
0,m), encontrar

todas las soluciones en C2(Ω) ∩ C1(Ω) de la ecuación

∂[Fk ]∂ = fk , (17)

con condiciones de frontera

(n ∧ Fk )|∂Ω = 0, (∂ · Fk )|∂Ω = 0. (18)

Problema B. Encontrar todas las soluciones en C2(Ω) ∩
C1(Ω) de (17), con condiciones de frontera:

(n · Fk )|∂Ω = 0, (∂ ∧ Fk )|∂Ω = 0. (19)

2D. Alfonso Santiesteban, R. Abreu Blaya and J. Bory Reyes, Boundary
value problems for a second-order elliptic partial differential equation system
in Euclidean space, Math. Meth. Appl. Sci. 46 (2023), 15784–15798.
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Productos interior y exterior

R(k)
0,m =

a ∈ R0,m : a =
∑
|A|=k

aAeA,aA ∈ R


nFk = [nFk ]k−1 + [nFk ]k+1 (20)

[nYk ]k−1 =
1
2

[nFk − (−1)kFkn] =: n · Fk

[nFk ]k+1 =
1
2

[nFk + (−1)kFkn] =: n ∧ Fk

∂[Fk ] = ∂ · Fk + ∂ ∧ Fk (21)

∂ · Fk =
1
2

[∂Fk − (−1)kFk∂] = [∂Fk ]k−1

∂ ∧ Fk =
1
2

[∂Fk + (−1)kFk∂] = [∂Fk ]k+1
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Operadores del tipo sándwich

∂[Fk ]∂ = (−1)k (∂ · ∂ ∧ Fk − ∂ ∧ ∂ · Fk ) (22)

ν∂[Fk ]ϑ∂ = (−1)k (ν∂ · ϑ∂ ∧ Fk − ν∂ ∧ ϑ∂ · Fk︸ ︷︷ ︸
k−vector

− ν∂ · ϑ∂ · Fk︸ ︷︷ ︸
(k−2)−vector

+ ν∂ ∧ ϑ∂ ∧ Fk︸ ︷︷ ︸
(k+2)−vector

) (23)
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Solución a los problemas

Proposiciones fundamentales

Proposición 5

Si Fk (x) es la solución del Problema A, entonces las funciones
ϕ(x) = ∂ ∧ Fk (x) y ψ(x) = ∂ · Fk (x) serán la solución en Ω del
sistema

∂ ∧ ψ(x)− ∂ · ϕ(x) = (−1)k+1fk (x),

∂ · ψ(x) = 0,
∂ ∧ ϕ(x) = 0, (24)

satisfaciendo las condiciones de frontera

ψ|∂Ω = 0, (n ∧ ϕ)|∂Ω = 0, (25)
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Solución a los problemas

y la siguiente condición integral∫
Ω
ϕ(x)dx = 0. (26)

Inversamente, si ϕ y ψ son las soluciones en C1(Ω) ∩ C(Ω) del
sistema (24), satisfaciendo (25) o (25)-(26) cuando k = m − 1,
entonces el campo k -vectorial Fk ∈ C1(Ω)∩C(Ω), satisfaciendo
en Ω el sistema

∂ · Fk (x) = ψ(x), ∂ ∧ Fk (x) = ϕ(x), (27)

con
(n ∧ Fk )|∂Ω = 0, (28)

será la solución del Problema A.
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Solución a los problemas

Proposición 6

Si Fk (x) es la solución del Problema B, entonces las funciones ϕ(x) = ∂ ∧
Fk (x) y ψ(x) = ∂ ·Fk (x) serán la solución en Ω del sistema (24) satisfaciendo
las condiciones de frontera

ϕ|∂Ω = 0, (n · ψ)|∂Ω = 0, (29)

y la siguiente condición integral∫
Ω

ψ(x)dx = 0. (30)

Inversamente, si ϕ y ψ son las soluciones en C1(Ω) ∩ C(Ω) del sistema (24),
satisfaciendo (29) o (29)-(30) cuando k = 1, entonces el campo k -vectorial
Fk ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), satisfaciendo en Ω el sistema (27) con

(n · Fk )|∂Ω = 0, (31)

será la solución del Problema B.

Funciones Inframonogénicas en el Análisis de Clifford 23 / 38



Introducción Preliminares Resultados principales Referencias Gracias

Solución a los problemas

Teorema 5
Sea fk (x) ∈ Lp(Ω) con p > 1. Entonces, los problemas A y B
son únicamente solubles y sus soluciones están representadas
por un operador integral lineal compacto en Lp(Ω).

Observación 1
El resultado enunciado en Teorema 5 es también válido si se
sustituye el operador sándwich en los problemas por el operador
de Laplace. En los casos lı́mites cuando k = 0 o k = m, los
problemas se reducen a problemas de Dirichlet o Neumann para
una ecuación de Poisson.
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Propiedades espectrales

Propiedades espectrales

Sean Fk y Gk campos k -vectoriales en C2(Ω)∩C1(Ω). Si provee-
mos el espacio de Hilbert L2(Ω) con el producto interior real

〈u, v〉 =

[∫
Ω

u(x)v(x)dx
]

0
.

Es fácil ver que si Fk y Gk satisfacen las condiciones (18) o (19)
entonces

〈∂[Fk ]∂,Gk 〉 = 〈Fk , ∂[Gk ]∂〉. (32)

Como consecuencia se concluye que las funciones propias de
los problemas espectrales son soluciones de una ecuación simé-
trica de Fredholm

Fk (x)− η
∫

Ω
K (x , y)Fk (y)dy = 0. (33)
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Un enfoque no estándar

Un enfoque no estándar

Teorema 7

Si Fk (x) ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) es una solución del siguiente sistema

(ν∂ ∧ ϑ∂ · Fk − ν∂ · ϑ∂ ∧ Fk )|Ω = fk , (34)
(nϑ ∧ Fk )|∂Ω = 0, (35)

(ϑ∂ · Fk )|∂Ω = 0, (36)

entonces las funciones ϕ(x) = ϑ∂ ∧ Fk (x) y ψ(x) = ϑ∂ · Fk (x)
serán una solución en Ω del sistema

ν∂∧ψ(x)−ν∂ ·ϕ(x) = fk (x), ϑ∂ ·ψ(x) = 0, ϑ∂∧ϕ(x) = 0, (37)

satisfaciendo las condiciones de frontera

Funciones Inframonogénicas en el Análisis de Clifford 26 / 38



Introducción Preliminares Resultados principales Referencias Gracias

Un enfoque no estándar

ψ|∂Ω = 0, (nϑ ∧ ϕ)|∂Ω = 0, (38)

y la misma condición integral (26). Aquı́, nϑ =
∑m

i=1 niϑ
i y ni es

la i-ésima componente del vector normal unitario exterior sobre
∂Ω. Inversamente, si ϕ y ψ son las soluciones en C1(Ω) ∩ C(Ω)
del sistema (37), satisfaciendo las condiciones de frontera (38)
o (38)-(26) cuando k = 1, entonces el campo k -vectorial Fk ,
satisfaciendo en Ω el sistema

ϑ∂ · Fk (x) = ψ(x), ϑ∂ ∧ Fk (x) = ϕ(x), (39)

con
(nϑ ∧ Fk )|∂Ω = 0, (40)

será una solución del sistema (34)-(35)-(36).
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Un enfoque no estándar

Problemas mal planteados bajo conjuntos
estructurales no equivalentes

{ ν∂ ∧ ψ(x) = 0 en Ω,
ϑ∂ · ψ(x) = 0 en Ω,

ψ(x) = 0 en ∂Ω,
(41)

ν = {e2,−e1,e4,−e3},
ϑ = {e1,e2,e3,e4},

ψ(x) = (|x |2 − 1)(x2e1 − x1e2 + x4e3 − x3e4),

Ω = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 < 1}.
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https://doi.org/10.22490/25394088.7583
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and Spinor-Valued Functions, A Funtion Theory for the Dirac
Operator, Springer-Science+Business Media, B.V., 1992.

B. B. Delgado and J. E. Macı́as Dı́az, An Exterior Neumann
Boundary-Value Problem for the Div-Curl System and Appli-
cations, Mathematics 9 (2021), no. 14, 1609.
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