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Introduccion

Origenes histéricos del Analisis de Clifford

Producto exterior

4
aANb=—-bAa

3
0, = Z V0%
i=0

B=, 0,

Opp = Limyp Hermann Grassmann

1844
P=yi=ri=—1,2=1,
VY= Ve VF T °°

Algebras de Clifford

Paul Dirac

1928 {e1, €2, em}

2 2 2 2
eg=1,e=e=..=¢€,=—1,
ejej = —ejei, i # J
{eo; €1, s €m; €162, €1€3, ... 5 €100 }

BQ = 31‘]61 + c')m,eg + + Bzmem

——

Anlisis de Clifford R e
0,m
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Introduccion

Aspectos basicos

Algebra de Clifford R

Sea el espacio R™ con la base estandar B = {ey, ..., em} sujeta
a las relaciones multiplicativas

1lei=el=¢;, i=1,...m,
eiej:_ejei7 i?éj,i,j:.l,...,m,

La base By las relaciones (1) generan una base de un algebra
asociativa, no conmutativa y 2"-dimensional:

1,e,....,6m; €160, ..., Em_1Em; €1€2€3, ...; €1E>...Em.

Esta algebra se conoce como algebra de Clifford Rg .




Introduccion

Operador de Dirac y funciones monogénicas

@ El operador de Dirac 9 para funciones continuamente dife-
renciables sobre R™ es definido por

0
+e——+ - t+tem—

0=eig teg

e @)
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Introduccion

Operador de Dirac y funciones monogénicas

@ El operador de Dirac 9 para funciones continuamente dife-
renciables sobre R™ es definido por

0 0 0
T — . 2
9= e OXq €2 O0Xo e”axm (2)

@ Unafuncién f: Q ¢ R™ — Rg ,, es llamada monogénica por
la izquierda (respectivamente, monogénica por la derecha)
en Q si 9[f] = 0 ([f]0 = 0) en Q.
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Introduccion

Funciones arménicas e inframonogénicas

feC3(QCR™Ryy), UeC?3QcCR3RY,

Ecuacion de Laplace

Af = —5?[f] = 0, V(V-1U)-V x(VxU)=0, (3)

| Ecuacién sandwich

9[flo =0, V(V-0)+Vx(VxU)=0. (4)

@H. Malonek, D. Pefia Pefa and F. Sommen, Fischer decomposition by
inframonogenic functions, CUBO 12 (2010), no. 2, 189-197.
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Introduccion

Inframonogenicidad en Ry »

f=1fh+hHe+ e+ fizer€, J
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Introduccion

Inframonogenicidad en Ry »

f=1fh+hHe+ e+ fizer€, J

(e o
ox2 OX3
_9 o 0h  9%h
ox? 0X10Xo oxs
#h o o _ &
ox? 0X10Xo ox3
Phy | Prp
ox? ox3

|
©o o o o

Funciones Inframonogénicas en el Analisis de Clifford 6/38



Introduccion

Inframonogenicidad en Rq 3

f="fy+fei+hes+fies+fioeiex+fize;e3+fzesez+fiozey 6293,J
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Introduccion

Inframonogenicidad en Rq 3

f="fy+fei+hes+fies+fioeiex+fize;e3+fzesez+fiozey 6293,)

8%f 8% 8k

Tk T o axt = 0,
9% 8Ph L PH o 0%h o 8*h _
ox2 + ox2 + X2 26x1 OXo 28)(1 OX3 - O’
82t 92f, 82f, 82f, d2f,
o 8x§ + 8)(15 + Bxs?z - 26x1 81xz - 8X263X3 = 0,
52, 9t 9f, 921, d2t,
- ax3g + ax? + ax§ - 26X181X3 - 26)(282)(3 = 0 (6)
_ 0% | Php | Ofip hs o ks _
X2 + ox2 + X2 + OX20X3 0x10x3 ’
_ Phs | 0%hs Ohg %1 9% _
N
_Ohy | Ohg | Ohy _ 12 3
ox2 + 8x222 + 6x322 26)(1 cZX3 + 28)(1 X 0,
_ O°figg _ O%hgs _ O°fi3 = 0
ox2 OX3 oxZ2 :

v
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Introduccion

Sistema de Lamé-Navier

Férmula integral de Cauchy

Af, m=2k+1,

kerf A = H} @ e AH @z o ML @ W, f=h+fitfiztzfy

Vvi =((e1+ )z Az e+(co+1)czoaA)H;_, 3] =18 =0

Afs] = [£2]0 = 8[fs] = [f) =0

Conjuntos de unicidad
Bases ortogonales cuadrado integrables en la esfera
<

m=2k+1, ueCZ(BT)ﬂCI(E), f—iﬁiau B,
= n,jOn.jy

duld=0 enB, o e
u=Ff endB, By = (X} U Yo} UL Zi b

n,m n,m

By={Bn;:1<j<6n+3}
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Introduccion

Funciones inframonogénicas en la elasticidad lineal

Sistema de Lamé-Navier:
pAl+ (n+ NV(V-0) =0. (7)

Reescritura de (7) en Analisis de Clifford:
("5 ama+ (¥52) 2@ -0 ®

@ Cualquier squ0|on U de (7) admite la representacmn U=
h+ i, donde h es un campo vectorial armonico e / es uno
inframonogénico. Ademas, la anterior descomposicion es
Unica salvo un campo vectorial que sea simultaneamente
armonico e inframonogénico.
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Introduccion

Funciones inframonogénicas en la elasticidad lineal

Sistema de Lamé-Navier:
pAl+ (n+ NV(V-0) =0. (7)

Reescritura de (7) en Analisis de Clifford:
("5 ama+ (¥52) 2@ -0 ®

@ Cualquier solucmn U de (7) admite la representacmn U=
h+ i, donde h es un campo vectorial armonico e / es uno
inframonogénico. Ademas, la anterior descomposicion es
Unica salvo un campo vectorial que sea simultaneamente
armonico e inframonogénico.

@ Para cualquier campo vectorial armonico h, existe uno in-
framonogénico i/ tal que h+ i resuelve (7) y viceversa.
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Introduccion

Descomposicion de Fischer

Dado un polinomio homogéneo q(x), con
Xx € R™, todo polinomio homogéneo Py(x)
de grado k admite una descomposicion
unica de la forma

Pi(x) = Qk(x) + q(x)R(x),  (9)

donde Q«(x) es un polinomio homogéneo
de grado k que satisface q(0)Qx = 0 y
R(x) es un polinomio homogéneo de un
grado adecuado.”

' E. Fischer, Uber die Differentiationsprozesse der Algebra, J. fiir Math. 148 (1917),
1-78.

Funciones Inframonogénicas en el Analisis de Clifford 10/38



Introduccion

Algunas descomposiciones de Fischer
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Introduccion

Algunas descomposiciones de Fischer

q(x) = |xI? = P(R™,C) = P € r*PHk(R™, C (10)
k=0 p=0
k .
q(x) = x = Pk(R™, Rom) = P X My j(R", Rom) (1)
j=1
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Introduccion

Algunas descomposiciones de Fischer

q(x) = |x|? = P(R™,C @@ rP (R™, C (10)

k=0 p=0

k
9(x) = X = P(R™,Ro,m) = P ¥ My_j(R™ Ro,m) (1)

j=1
lk/2) ,
Pe(R™,Ro,m) = @D X Ti_2i(R™, Ro,m) X/ (12)
j=0

@H. Malonek, D. Pefia Pefia and F. Sommen, Fischer decomposition by inframono
genic functions, CUBO 12 (2010), no. 2, 189-197.

v
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Introduccion

Operadores de Dirac generalizados

Sea ¥ = {94,92,...,9m} una base ortonormal de R™. En la
clase de funciones C'(Q,Rg ), donde Q es un dominio abierto
de R™, se definen:

= Of

_191') (13)

moof
g f:: fe— fﬁ =
o[f] Zﬁ o 2 > 5y

como los operadores de Dirac con respecto al conjunto estruc-
tural 9.
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Introduccion

Operadores de Dirac generalizados

Sea ¥ = {94,92,...,9m} una base ortonormal de R™. En la
clase de funciones C'(Q,Rg ), donde Q es un dominio abierto
de R™, se definen:

T of

—; 13
- 8Xi I ( )

i
I -— , 9 .
o[f] = §,_1: 9, I (% :

como los operadores de Dirac con respecto al conjunto estruc-
tural .

"9°0lf] = (10" = —Af ]
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Introduccion

Funciones (v, ¥)-inframonogénicas

Funcién (v, ¢)-inframonogénica

Se dice que la funcion f € C?(Q,Rg m) es (v, 9)-inframonogéni-
ca en el dominio Q2 si

9[f]’0 = 0 en Q.

aD. Alfonso Santiesteban, R. Abreu Blaya and M. Arciga Alejandre,
On (¢, v)-Inframonogenic Functions in Clifford Analysis, Bull. Braz. Math.
Soc., New Series 53-2 (2022), 605-621, https://doi.org/10.1007/
s00574-021-00273-6.

D. Alfonso Santiesteban, R. Abreu Blaya and M. Arciga Alejandre, On
a generalized Lamé-Navier system in R®, Math. Slovaca 72-6 (2022), 1527-
1540, https://doi.org/10.1515/ms-2022-0104.

v
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 https://doi.org/10.1007/s00574-021-00273-6 
 https://doi.org/10.1007/s00574-021-00273-6 
https://doi.org/10.1515/ms-2022-0104

Introduccion

Problema de Dirichlet

aM2=0 enQ,
f=g sobre 0.

Consideremos el dominio elipsoidal
Q={xecR™: (mM-1)x2+ x5 +..4+x5 <1}

y el polinomio

f(X)=[(m—1)x2 + x5 + ... + x5 — 1]ey.

Obviamente, f|sq = 0y después de algunos calculos se obtiene
que 9[f(x)]@ = 0 en Q. Es decir, f(x) es una solucion no trivial
al problema de Dirichlet homogéneo.
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Introduccion

@ Simesimpary g € Lip(1 + «, 9B), entonces la funcion
1
f(x) = 5(1 = [x*)W(2P[g]9) + Pg](x) (14)

es la unica solucion del problema de Dirichlet para fun-
ciones inframonogénicas en la bola unitaria B ¢ R™. En

este caso,
m (_1)k+1
v(@) =) —rlak (15)
k=0
Y 1 1 —|x|?
Pl = o- [ —Smedy (19

es la integral de Poisson.
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Introduccion

@ La solucion (14) es valida para el problema de Dirichlet en
cualquier dimensién m, excepto cuando m = 2k y [g]x # 0.
En este caso el operador W no esta definido y el método
falla.

Funciones Inframonogénicas en el Analisis de Clifford 16/38



Introduccion

@ La solucion (14) es valida para el problema de Dirichlet en
cualquier dimensién m, excepto cuando m = 2k y [g]x # 0.
En este caso el operador W no esta definido y el método
falla.

@ Seagec C(OB C Rzk,Rf)'f,)n), el problema de Dirichlet tiene

una solucion en C?(B) N C'(B) si y solo si

A(P[g])d = 0.
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Introduccion

@ La solucion (14) es valida para el problema de Dirichlet en
cualquier dimensién m, excepto cuando m = 2k y [g]x # 0.
En este caso el operador W no esta definido y el método
falla.

@ Seagec C(OB C Rzk,R(()'f,)n), el problema de Dirichlet tiene

una solucion en C?(B) N C'(B) si y solo si
9(Plg])d = 0.

@ Tomemos B C R* y consideremos el problema

9l =0 enB,
f=(x?—x3)eje3 sobre IB.
Un simple calculo muestra que la funcién dato es armonica
pero no inframonogénica. Este problema no tiene solucion,
incluso en la clase C?(B) N C(B).
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Introduccion

Journal of Differential Equations

Volume 364, 15 August 2023, Pages 498-520

On the Dirichlet problem for second
order elliptic systems in the ball

Arsenio Moreno Garcia & |, Daniel Alfonso Santiesteban " &,
Ricardo Abreu Blaya ®< & &

Show more

+ Addto Mendeley o Share 99 Cite

https://doi.org/10.1016/j.jde.2023.03.050 A Get rights and content A
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Introduccion

Problemas de frontera bien planteados?

@ Problema A. Dado el campo f, € C(Q,Rgf;), encontrar
todas las soluciones en C?(Q) N C'(Q) de la ecuacién

O[Fk]0 = f, (17)
con condiciones de frontera
(n A Fk)’aQ = 07 (Q Fk)|aQ =0. (18)

2D. Alfonso Santiesteban, R. Abreu Blaya and J. Bory Reyes, Boundary
value problems for a second-order elliptic partial differential equation system
in Euclidean space, Math. Meth. Appl. Sci. 46 (2023), 15784—15798.
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Introduccion

Problemas de frontera bien planteados?

@ Problema A. Dado el campo f, € C(Q,Rgf;), encontrar
todas las soluciones en C?(Q) N C'(Q) de la ecuacién

O[Fk]0 = f, (17)
con condiciones de frontera
(n A Fk)’aQ = 07 (Q Fk)|aQ =0. (18)

@ Problema B. Encontrar todas las soluciones en C?(Q) N
C'(Q) de (17), con condiciones de frontera:

(n- Fk)|3Q =0, (Q VAN Fk)|aQ =0. (19)

2D. Alfonso Santiesteban, R. Abreu Blaya and J. Bory Reyes, Boundary
value problems for a second-order elliptic partial differential equation system
in Euclidean space, Math. Meth. Appl. Sci. 46 (2023), 15784—15798.

Funciones Inframonogénicas en el Analisis de Clifford 18/38



Preliminares

Productos interior y exterior

R(k) {aeROm.a > aAeA,aAeR}

|Al=k
nFy = [nFi)k—1 + [NF] k1 (20)

[NYilk_1 = %[an — (=1)*Fen] =: n- Fy
[NFilk1 = %[an + (=1)*Fen] = n A Fi
IF] =09 Fk+ 0/ Fy (21)
0 Fi = 3l0F — (-1VFid) = [0k
0 1 Fic= J[0Fk + (~1)Fid] = [9Filks
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Preliminares

Operadores del tipo sandwich

AF]o = (—1) (@ -0NFk—dNnD-Fk) (22)

"O1F’0 = (—1)("0- O N Fk ="0 N "0 - Fi— "0 - - Fi
k— ;gctor (k—2)—vector
+9 N9 A Fy) (23)
————
(k+2)—vector
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Resultados principales
@000

Solucién a los problemas

Proposiciones fundamentales

Proposicién 5

Si Fx(x) es la solucién del Problema A, entonces las funciones
o(X) = 9N Fr(x) y ¥(x) = 9 - Fx(x) seran la solucion en Q del

sistema
ANY(X) = D p(x) = (—1) i (x),
9N p(x) =0, (24)
satisfaciendo las condiciones de frontera
Ylon =0, (NA@)laa =0, (25)
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Resultados principales
[o] le]e}

Solucién a los problemas

y la siguiente condicion integral
/ p(x)dx = 0. (26)
Q

Inversamente, si o y 1/ son las soluciones en C'(Q) N C(Q) del
sistema (24), satisfaciendo (25) o (25)-(26) cuando k = m — 1,
entonces el campo k-vectorial Fx € C'(Q)N C(Q), satisfaciendo
en Q el sistema

0- Fk(x) = ¢(x), 9N Fr(x) = p(x), (27)

con
(n N Fk)‘aQ = 0, (28)

serd la solucion del Problema A.
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Resultados principales
[e]e] T}

Solucién a los problemas

Proposicion 6

Si Fk(x) es la solucion del Problema B, entonces las funciones ¢(x) = 9 A
Fr(x) y ¥(x) = 9 Fk(x) seran la solucién en 2 del sistema (24) satisfaciendo
las condiciones de frontera

wloa =0, (n-¥)loa =0, (29)

y la siguiente condicion integral
[ wwdx—o. (30)
Q

Inversamente, si ¢ y 1 son las soluciones en C'(Q) N C(Q) del sistema (24),
satisfaciendo (29) o (29)-(30) cuando k = 1, entonces el campo k-vectorial
Fix € C'(Q) N C(9), satisfaciendo en Q el sistema (27) con

(n~ Fk)|aQ = 0, (31)

sera la solucion del Problema B.
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Resultados principales
[e]ele] ]

Solucién a los problemas

Teorema 5

Sea fx(x) € LP(Q2) con p > 1. Entonces, los problemas Ay B
son Unicamente solubles y sus soluciones estan representadas
por un operador integral lineal compacto en LP(Q).

Funciones Inframonogénicas en el Analisis de Clifford 24/38



Resultados principales
[e]ele] ]

Solucién a los problemas

Teorema 5

Sea fx(x) € LP(Q2) con p > 1. Entonces, los problemas Ay B
son Unicamente solubles y sus soluciones estan representadas
por un operador integral lineal compacto en LP(Q).

Observacion 1

El resultado enunciado en Teorema 5 es también valido si se
sustituye el operador sandwich en los problemas por el operador
de Laplace. En los casos limites cuando Kk = 0 0 Kk = m, los
problemas se reducen a problemas de Dirichlet o Neumann para
una ecuacion de Poisson.
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Resultados principales
L]

Propiedades espectrales

Propiedades especitrales

Sean Fy y Gx campos k-vectoriales en C?(Q)NC'(Q). Si provee-
mos el espacio de Hilbert L2(Q) con el producto interior real

() = | [ davixox]

Es facil ver que si Fx y Gk satisfacen las condiciones (18) o (19)
entonces

0

(0[FK2, Gk) = (Fk, 0[GK|9). (32)

Como consecuencia se concluye que las funciones propias de
los problemas espectrales son soluciones de una ecuacion simé-
trica de Fredholm

Fe(x) — 1 /Q K(x, y)Fi(y)dy = 0. (33)
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Resultados principales
0000000000

Un enfoque no estandar

Un enfoque no estandar

Teorema 7

Si Fk(x) € C?(Q) N C'(Q) es una solucién del siguiente sistema

("ON"D - Fx —"0-"0 A Fi)la = f, (34)
(ny A Fi)laa =0, (35)
(%0 - Fx)|oa = 0, (36)

entonces las funciones ¢(x) = %0 A Fx(x) y ¥(x) = %0 - Fx(x)
seran una solucién en Q del sistema

OND(X) "0 p(x) = fk(x), "0-v(x) =0, “dAp(x) =0, (37)

satisfaciendo las condiciones de frontera

<
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Resultados principales
0@00000000

Un enfoque no estandar

Yloa =0, (N Ap)laa =0, (38)

y la misma condicion integral (26). Aqui, ny = >, n9' y n; es
la i-ésima componente del vector normal unitario exterior sobre
09. Inversamente, si ¢ y v son las soluciones en C'(Q) N C(Q)
del sistema (37), satisfaciendo las condiciones de frontera (38)
0 (38)-(26) cuando k = 1, entonces el campo k-vectorial Fy,
satisfaciendo en Q el sistema

"0 - Fi(x) = ¥(X), "0 A Fi(x) = o(x), (39)

con
(ny A Fi)loa = 0, (40)

sera una solucion del sistema (34)-(35)-(36).
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Resultados principales
[e]e] lelelelelele]e]

Un enfoque no estandar

Problemas mal planteados bajo conjuntos
estructurales no equivalentes

%9 -(x) =0 en Q, (41)

"OAY(x) =0 en Q,
{ P(x) =0 en 09,

v = {627_617947_63}7
V= {61762763764}7

P(x) = (|X* — 1)(Xee1 — X162 + X463 — X3€4),

Q = {(x1, X0, X3, Xg) € R* : x2 + x5 + x2 + x2 < 1}.
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Resultados principales
[e]e]e] lelelelele]e]

Un enfoque no estandar

Mathematical Methods
inthe Applied Sﬂenoes

RESEARCH ARTICLE

Boundary value problems for a second-order elliptic partial
differential equation system in Euclidean space

Daniel Alfonso Santiesteban g% Ricardo Abreu Blaya B Juan Bory Reyes B4

First publis 02 June 2023 | https://doi.org/10.1002/mma.9426

Read the full text > ™ PDF %, TOOLS =¢ SHARE

Abstract

Let @ ¢ R™ be a bounded regular domain, let 8; be the standard Dirac operator in ™,
and let Rq,m be the Clifford algebra constructed over the quadratic space B%™. For

ke {1,...,m} fixed, Rfﬂn denotes the space of k-vectors in Ry . In the framework of
Clifford analysis, we consider two boundary value problems for a second-order elliptic
system of partial differential equations of the form 8:Fxd; = fx in §2, where fiis a
smooth k-vector valued function. The boundary conditions of the problems contain the
inner and outer products of the k-vector solution Fx with both the Dirac operator and the
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Resultados principales
0000@00000

Un enfoque no estandar

Fischer
Decompositions

in Clifford Analysis

BOunda!Y Va.lue Problems
for Dirac Equations

Daniel Alfonso Santiesteban

https://www.amazon.com/dp/b0h6zghpm4
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Un enfoque no estandar

DIGITAL %lENCl/\ UAQRO
PORTAL REVISTAS UAQ NUMERO ACTUAL NUMEROS ANTERIORES ACERCA DE ~ ENViOS INDEXACION CONVOCATORIA BUSCAR

Vol. 19 Ntm. 1 (2026)

Generalizaciones de las funciones inframonogénicas en el andlisis de Clifford
ARTICULOS DE INVESTIGACION

Publicado 2026-01-29

Daniel Alfonso Santiesteban* (=), Ricardo Abreu Blaya* (-}, Juan Bory Reyes™*

https://doi.org/10.61820/dcuga.2395-8847.1735
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Resultados principales
000000000

Un enfoque no estandar

%« Revista de la Academia
Colombiana de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales

Envios ~ indices Acerca de ~

Articulos recientes

Vol. 48 Num. 188 (2024)

Reconstruccién de campos multivectoriales a partir del andlisis de Clifford
MATEMATICAS

Publicado 2024-08-06

Ricardo Abreu-Blaya*, Juan Bory-Reyes*, Tania Moreno-Garcia*, Daniel Alfonso-Santiesteban*

https://doi.org/10.18257/raccefyn.2644
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El Andlisis de Cliford se centra en las llamadas funciones monogénicas, que pueden
interpretarse como generalizaciones de las funciones holomorfas del plano complejo. Debido a
la no conmutatividad del producto en las lgebras de Clifford surgen las funciones
inframonogénicas, cuya teoria amplia de manera natural este marco analitico. Asimismo, la
consideracion de bases ortonormales arbitrarias en el operador de Dirac da lugar a una nueva
subclase de funciones biarménicas que generaliza a las funciones inframonogénicas. En este
trabajo se presentan algunos de los principales resultados obtenidos para estas funciones més
generales. Entre ellos destacan la férmula integral de tipo Cauchy, el problema del salto, el
sistema de Lamé-Navier y la 6n aditiva de sus asi como la
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